Mirostaw Dabrowski

Dzi$ wiemy juz znacznie wigcej

Ostatnie trzydziesci lat bardzo wzbogacito naszg wiedze o tym, jak funkcjonuje mozg
cztowieka 1 W jaki sposob si¢ uczymy. Zbierzmy, w mozliwie zwigzty sposob, najistotniejsze

wskazowki, jak pracowac z dzie¢mi, aby ich uczenie si¢ matematyki byto efektywne.

1. Zawsze zaczynajmy od poznania naszych uczniow, ich matematycznej wiedzy i
mozliwosci.
Gdy méwie o tym, np. podczas spotkan z nauczycielami nauczania poczatkowego, reakcja
jest zawsze taka sama: przeciez to robimy, choc¢by badajgc ich gotowosé szkolng. Czy aby na
pewno to to samo? Czy przy tej okazji sprawdzamy np.

e zakres liczb, ktorymi juz swobodnie operujg dzieci?

e czy ijakie liczby potrafig zapisa¢ symbolicznie?

e czyiw jakim zakresie potrafig te liczby dodawac i odejmowac?

¢ naile majg rozwini¢ta wyobrazni¢ przestrzenna?

e czyijakie intuicje systemu dziesigtnego dotychczas rozwingty?

.
Dzieci uczg si¢ od poczatku swojego zycia, obserwujac otoczenie, dziatajac w nim, stawiajac
pytania, rozmawiajagc z doroslymi 1 rowiesnikami. Podejmujac wiele réznorodnych prob,
robigc btedy, korygujac je 1 w koncu odnoszac sukces. Dziecko przychodzi do szkoty bogate
w rézne doswiadczenia. Nikt nie dziwi sig¢, ze pierwszoklasiSci buduja poprawne zdania,
ciekawie opowiadaja, prowadza dialog, wiedza, ze stowa mozna zapisaé, ze zapisy mozna
przeczyta¢. Natomiast rzadko uswiadamiamy sobie, ze szeSciolatki 1 siedmiolatki majg tez za
sobg wiele do§wiadczen matematycznych. A przeciez w swoim otoczeniu niejednokrotnie
zetknety si¢ z zapisem liczb, i to znacznie wigkszych od 10, bawily si¢ pitkami i klockami,
czyli eksperymentowaly z brylami geometrycznymi, towarzyszyty innym podczas robienia
zakupow lub same kupowaty, postugujac si¢ pieniedzmi 1 odczytujac podane ceny.
Zgodnie z polska tradycja edukacyjng badajgc dzieci ,,na starcie” sprawdzamy, czy potrafig
robic¢ to, co dorosli (wiele lat temu!) uznali za niezbedne dla ,,uczenia si¢ na sposob szkolny”,
czyli czy pokonaly pewien ,,prog”, czy raczej progi. Zupeknie nas, natomiast, przy tej okazji
nie interesuje, jaki jest faktyczny stan ich wiedzy, co juz potrafia zrobi¢, na czym w

przysztosci mozemy razem budowac.



Jest jeden dodatkowy klopot: dzisiejsza nauka dobitnie pokazuje, ze nie ma czego$ takiego,
jak ,,nauka na sposob szkolny”.

Podobnie jest na innych etapach ksztalcenia — zazwyczaj sprawdzamy pewne, naszym
zdaniem niezbgdne, minimum, a nie faktyczny stan wiedzy uczniéw. Wystarczy wspomniec
nie$miertelne: muszq umie¢ mnozyé, reszty juz ich naucze nauczycieli matematyki w klasach
4-6. A to dlatego, ze — zgodnie z tradycja — mamy nawyk ,,$ciggania” wszystkich uczniow do
poziomu tych ,najstabszych”. W efekcie, dzieci, ktore potrafia w pamieci dodawac spore
liczby poznaja w szkole monografi¢ liczby 2, 3, 4 ...., a dzieci ptynnie czytajace utrwalajg
sylabizowanie. Nuda i monotonia szkodza nie tylko motywacji, szkodzg takze mézgowi i
uposledzajg jego funkcjonowaniel.

Dzi$ wiemy, m.in. dzicki wieloletnim badaniom sposobu myglenia matych dzieci®, ze ich
mozliwos$ci poznawcze oraz ich wiedza nieformalna, bedaca efektem nieustannego
eksperymentowania z otaczajaca rzeczywisto$cig przez kilka poczatkowych lat zycia sa
zdecydowanie wigksze niz dawniej sadzono. To w tym okresie zycia mozg czlowieka pracuje
najbardziej intensywnie 1 dokonuje mnéstwa samodzielnych waznych odkryc¢.

Sprobujmy wigc inaczej rozpoczaé naszg prace z uczniami: porozmawiajmy z nimi,
postawmy przed nimi mozliwie réznorodne — zar6wno co do tematyki, jak 1 poziomu
trudnosci — zadania, ktore faktycznie pomoga sprawdzi¢, co juz wiedzg 1 jak sobie radzg w
roznych, takze nowych dla nich sytuacjach. Dzieki uzyskanej w ten sposéb wiedzy
bedziemy mogli stworzy¢ im lepsze warunki do dalszego rozwoju, a to wlasnie powinno

by¢ podstawowym zadaniem dobrze funkcjonujacej szkoly.

2. Pozwolmy uczniom méwié i pyta¢, zachecajmy je do rozmawiania o matematyce.

W naszej §wiadomos$ci, w tym takze w $wiadomosci wielu dyrektorow szkot, dominuje taki
oto paradygmat dobrej lekcji, zwlaszcza lekcji matematyki: w sali panuje cisza, uczniowie
siedzg w tawkach pochyleni nad podrgcznikami 1 zeszytami, bezblednie rozwigzujac kolejne
zadawane przez nauczyciela zadania, od czasu do czasu ktory$s uczen podchodzi do tablicy i
prezentuje poprawne rozwigzanie. I mamy kolejny klopot — jest to doktadna negacja
warunkdw, w jakich faktycznie skutecznie si¢ uczymy.

Dzi$ juz wiadomo®, ze uczymy sie¢ matematyki tylko wtedy, gdy o niej rozmawiamy, gdy

dyskutujemy, wzajemnie si¢ przekonujemy, przytaczamy argumenty, formutujemy pytania i

L Por. M. Zylinska, Neurodydaktyka. Nauczanie i uczenie sie przyjazne mézgowi. Wyd. UMK, Torun 2013.
2por. A. Gopnik I in., Naukowiec w kofysce. Media Rodzina, Poznan 2004.
3 A. Sfard, Thinking as Communicating: Human Development, the Growth of Discourses, and Mathematizing. CUP, 2010.
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wspolnie szukamy na nie odpowiedzi, wzajemnie si¢ stuchamy i1 wzajemnie si¢ wspieramy w
pokonywaniu trudnosci.
Gdy opowiadamy o tym co zauwazyliSmy, albo czego nie rozumiemy, w naturalny sposob
jesteSmy zmuszeni do bardziej precyzyjnego formulowania swoich mysli, do lepszego i
bardziej szczegdlowego przedstawienia swojego odkrycia czy pojawiajgcej si¢ trudnosci, do
szukania nowych stow i nowych argumentow, do eksponowania zauwazonych zwigzkow lub
ich braku. Jakze czesto w takiej wlasnie sytuacji nagle sobie u§wiadamiamy co$, co nam
dotychczas umykato, a jest wazne dla zrozumienia(!) omawianej kwestii. Zaczynamy lepiej,
glebiej rozumie¢ to, o czym rozmawiamy.

Matematyki mozna uczyé (i si¢ jej uczy¢) w dwojaki sposob”:

e na poziomie rozumienia instrumentalnego (algorytmicznego) — uczen wie, jaki schemat
W danej sytuacji nalezy zastosowac;

e na poziomie rozumienia relacyjnego — uczen dostrzega zwigzki miedzy poznawanymi
pojeciami i rozumie, dlaczego stosowane przez niego procedury funkcjonuja w taki, a nie
inny sposob.

Rozumienie instrumentalne pozwala uczniom na mniej lub bardziej bezpieczne radzenie sobie

z typowymi, raczej prostymi i schematycznymi, zadaniami. Rozumienie relacyjne z kolei

pozwala im budowac 1 modyfikowa¢ strukturg ich wiedzy matematycznej, co owocuje takze

umiejetnoscia stosowania tej wiedzy w roznych, w tym nowych, sytuacjach. Matematyke

trzeba poznawac relacyjnie, inaczej staje si¢ ona jedynie nudnym zestawem regulek i

schematow zapamigtanych dzieki monotonnemu praco i czasochlonnemu utrwalaniu.

Dyskutujmy zatem o matematyce z uczniami i zachecajmy ich do dyskusji z soba, bo to

najprostszy i najbardziej skuteczny sposéb na to, aby faktycznie rozumieli, czego si¢

uczg i aby efektywnie si¢ uczyli!

I abySmy ich i1 ich wiedze¢ lepiej poznali. Wtasnie stuchajac uczniow jesteSmy w stanie

najwiecej si¢ 0 nich dowiedzie¢ — o ich sposobie myslenia, a ich wiedzy czy brakach w niej, o

ich mozliwos$ciach i edukacyjnych potrzebach.

3. Zachecajmy uczniow do wspolnej pracy i pozwoélmy im uczy¢ si¢ od siebie.
Najbardziej naturalng okazja do rozmoéw wspierajagcych uczenie si¢ jest wspolna praca i

wspolne pokonywanie trudnos$ci, jak najczesciej wiec organizujmy prace w grupach.

‘R.R. Skemp, Relational understanding and instrumental understanding, ,,Mathematics Teaching” 1976, nr 77.
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Zacznijmy od pracy w parach — jest to wariant najprostszy i dla nas (zwlaszcza
organizacyjnie) i dla uczniow. Bardzo dobrg okazja do stopniowego opanowywania sztuki
komunikacji i wspolnej pracy sa gry dydaktyczne — siggajmy wiec jak najczgsciej po
dwuosobowe gry planszowe.

Wygodnym, réwniez z praktycznego punktu widzenia, rozwigzaniem sg takze grupy
trzyosobowe — wprowadzenie trzeciej osoby wzbogaca strukturg grupy i zwigksza liczbe
wzajemnych interakcji, zachowujac tatwos¢ ogladu sposobu jej funkcjonowania. W takich
grupach np. wygodnie rozwigzuje si¢ trudniejsze zlozone zadania czy problemy
matematyczne.

Stopniowo, w miar¢ nabywania przez ucznidéw wprawy we wspdlnej pracy, mozemy
organizowac roznorodne dzialania w wickszych grupach.

Mozemy tworzy¢ grupy o podobnym poziomie czy typie umiejetnosci matematycznych i
réznicowaé zadania stawiane poszczegdlnym grupom, dobierajac je do mozliwosci i potrzeb
ich cztonkéw. Dzigki temu uczniowie beda mogli w tym samym czasie bada¢ inne pojecia
czy rozwija¢ inne umiejetnosci, albo te same, ale na r6znych poziomach trudnosci.

Mozemy takze dobiera¢ zespoty o zrdéznicowanych umiejetnos$ciach i proponowaé zadania
ztozone, ktére pozwola podczas wspolnego ich rozwigzywania na wykorzystanie mozliwosci
wszystkich dzieci. Wspolpracujac w grupie dzieci beda szukaly roéznych strategii
postepowania, dyskutujac, argumentujac, przekonujac siebie nawzajem; beda wspierac si¢ w
wychwytywaniu i1 poprawianiu btedow, beda odwolywaé sie¢ do rdéznych narzedzi i
reprezentacji — a wiec beda stanowity dla siebie stymulujace do rozwoju srodowisko
spoleczne.

Nie zrazajmy si¢ poczatkowymi trudnosciami, bo korzysSci, jakie przyniesie nam ich
przezwyci¢zenie bedg ogromne — zarowno dla dzieci, jak i dla nas. Praca w grupach pozwoli
uczniom na bezpieczng rozmowe, na uczenie si¢ od siebie, na rozwijanie si¢ w swoim tempie,
na rado$¢ ze wspolnych sukcesow i nauke ponoszenia ewentualnych porazek (bo i takie beda
si¢ zdarza¢, a w grupic zawsze latwiej sobie z nimi poradzi¢). Obserwowanie
wspotpracujacych dzieci oraz efektow ich wspdlnych wysitkow da nam dodatkowe
informacje na temat tkwigcego w nich potencjatu, ich réznorodnych umiejetnosci — nie tylko
matematycznych, ale tez i spotecznych.

Warto si¢gga¢ po prace w grupach takze dlatego, ze jest to $Swietne przygotowanie do
funkcjonowania w réznych grupach spotecznych — w takich, w ktorych uczniowie znajda sie

W najblizszej przysztosci i w takich, w jakich znajda si¢ w dorostym zyciu. Jednak miejmy



Swiadomo$¢, ze praca w grupach powinna czesto by¢ obecna na lekcjach matematyki

przede wszystkim dlatego, Ze sluzy uczeniu si¢ matematyki.

4. Stawiajmy przed uczniami wyzwania na miare ich mozliwosci i potrzeb.
Uczymy si¢ tylko wtedy, gdy jesteSmy aktywni intelektualnie. Zalezno$¢ jest bardzo prosta — im
jestesmy bardziej intelektualnie i emocjonalnie zaangazowani w proces uczenia si¢, tym jest on
bardziej efektywny. To kolejna niepodwazalna prawidtowos¢, ktora nie ma, niestety, zadnego
przetozenia na naszg szkolng codziennos¢.
Jak pokazuja badania®, podczas czterdziestopigciominutowych zaje¢ z edukacji matematycznej
pod koniec klasy trzeciej uczniowie sg aktywni intelektualnie $rednio przez okoto 5 sekund.
Warto te dane jeszcze raz zestawic: 5 sekund na 45 minut zaje¢. A co robig przez reszte czasu?
Zazwyczaj utrwalajg (np. wykonujac seri¢ podobnych przyktadéow) kolejne podawane przez
nauczycieli schematy postepowania stuzace rozwigzywaniu roznych typéw zadan. Na innych
poziomach edukacji nie jest lepiej — dominujaca cechg charakteryzujaca ucznia na lekcji
matematyki jest pasywnos¢, niekiedy wymuszona. To efekt bardzo silnego oddziatywania tradycji
edukacyjnej, zgodnie z ktora uczen (i to niezaleznie od swojego wieku) nie jest w stanie niczego
sam ,,z matematyki” wymysli¢, zatem doro$li — rodzice, nauczyciele, autorzy podrecznikow
szkolnych ... — muszg go w tym wyrgczy¢.
Wspominatem juz o tym, ze rzeczywisto$¢ jest zupelie inna — dzieci w kilku poczatkowych
latach swojego zycia i konsekwentnego badania otaczajacego $wiata dokonuja wielu
fundamentalnych odkry¢, takze dotyczacych matematyki. Znaczna ich czg$¢ rozpoczynajac nauke
szkolna, operuje swobodnie liczbami, potrafi je ,,po swojemu” dodawaé i odejmowac, zna ich
zapis symboliczny ... I, co wazne, chce te wiedze poszerzaé. Zeby to jednak bylo mozliwe
uczniowie musza dostawac znacznie trudniejsze zadania niz te, ktore gtownie oferuje im nasza
szkota. Powtarzajac za L. Wygotskim, cztowiek uczy si¢ wowczas, gdy dostaje zadania ze strefy
swojego najblizszego rozwoju — zatem takie, ktdérego schematu rozwigzania nie zna, ale jest w
stanie, wspotpracujgc z innymi, pokona¢ powstatg trudnos¢ i je rozwigza¢. To kolejny argument
za tym, jak ogromnie istotne dla matematycznego rozwoju dzieci sa:

e poznanie ich faktycznych mozliwosci przez nauczyciela

e wspotpraca z innymi

e oraz jak najczestsze rozmawianie 0 matematyce.

® M. Dabrowski, (Za) trudne, bo trzeba mysle¢? |BE, Warszawa 2013.
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Mozliwosci uczniow sg znacznie wieksze nim nam si¢ wydaje, ich potrzeby rozwojowe — jesli
chodzi o wyzwania intelektualne — takze. Uwierzmy w dzieci i stawiajmy przed nimi mozliwie
systematycznie wyzwania motywujace do rzeczywistego intelektualnego rozwoju, glownie
dzigki poszukiwaniu wlasnych(!) sposobéw pokonywania trudnosci. Efekty tej dziatalnosci,

jak pokazuja doswiadczenia nauczycieli, ktorzy zmienili swoj styl pracy, przyjda bardzo szybko.

5. Pozwolmy uczniom budowac i stosowac wlasne strategie.

Wiele razy prowadzilem z nauczycielami warsztaty na temat dodawania i odejmowania w
pamieci. Za kazdym razem, gdy przychodzilo do zaprezentowania sposobu, w jaki
poszczeg6lni uczestnicy wykonali w pamigci zapisane na tablicy obliczenie, np. odejmowanie

83 — 38, pojawiala si¢ dluga lista zastosowanych metod. Nic w tym dziwnego, gdyz kazde

zadanie mozna rozwigza¢ na wiele réznych iréwnie dobrych(!) sposobow, a budowanie

wlasnych strategii jest jednym z wazniejszych przejawoéw myslenia.

My doro$li mamy roéznorodne sposoby jak najszybszego (czyli jak najwygodniejszego dla

nas) dochodzenia do wyniku obliczenia, tymczasem w szkole zazwyczaj pokazujemy

dzieciom t¢ jedna jedynie stuszng metode. Doktadnie ten sam zabieg powtarzamy przy okazji
rozwigzywania zadan tekstowych czy w kazdym innym obszarze tematycznym.

Czemu to stuzy? Na pewno nie rozwojowi uczniéw i nie matematyce. Zatem:

e Sprobujmy zrezygnowac z tradycji podawania wszystkim uczniom tych samych gotowych
sposobéw rozwigzywania zadah oraz utrwalania ich za pomoca serii podobnych
przyktadow, anasze dzialania beda miaty wigkszy walor ksztalcacy i beda bardziej
skuteczne, a rownoczesnie beda motywowatly ucznidéw do uczenia si¢ matematyki i
rozwijaty ich naturalng pomystowos¢.

e Jak najczeSciej pytajmy ich, jak by sami rozwigzali dane zadanie, zache¢cajmy do
samodzielnego poszukiwania metod, do opowiadania o nich, do wspdlnego badania ich
skuteczno$ci, a ich wiedza bedzie zdecydowanie bogatsza, podobnie jak nasza wiedza o
ich mozliwosciach.

e Akceptujmy rézne sposoby dochodzenia do celu, bo kazde matematyczne zadanie mozna
rozwigza¢ na wiele réznych sposobow i nie ma sposobu najlepszego dla wszystkich, a
uczniowie stang si¢ aktywnymi uczestnikami i wspotrezyserami wydarzen na lekcji.

e Nagradzajmy uczniéw za oryginalne pomysty, wyrazajgc uznanie dla ich matematycznej
zaradnosci, a okaze si¢, ze bardzo wielu z nich potrafi samodzielnie pokonywa¢ trudnosci

I zaskakiwac¢ nas swoja pomystowoscig i poziomem matematycznej wiedzy.



e Pozwalajmy im na swobodne i wygodne dla siebie notowanie swoich rozwigzan, bo
jednym z zasadniczych zadan notacji matematycznej jest ulatwienie zycia osobie, ktora ja
stosuje. Zaowocuje to stopniowo coraz lepszym rozumieniem sensu notacji
matematycznej.

e Zachecajmy uczniéw do postugiwania si¢ ré6znymi narzgdziami: zetonami, rysunkiem,
miarkami, planszg stu liczb, innymi planszami, ... bo zwigkszy to ich mozliwosci
poznawcze 1 nauczy budowac rézne reprezentacje obiektow matematycznych i poshugiwaé
si¢ nimi.

I cieszmy si¢ z postepow uczniow, bo zainteresowanie przedmiotem i motywacj¢ moze

budowac tylko ten nauczyciel, ktory sam jest zainteresowany i zmotywowany.

6. Pozwolmy uczniom na bledy.

Naturalng konsekwencja podejmowania wyzwan, poszukiwania rozwigzan i samodzielnego
budowania strategii jest popetnianie btedéw. Specjalnie uzylem tego rozpowszechnionego w
naszym kraju zwrotu, ktérego zazwyczaj staram si¢ konsekwentnie unikac: uczen popetnit
blqd, tak jak przestepca popetnit przestgpstwo. Dlaczego popehil, a nie zwyczajnie: zrobit?
Poniewaz w naszej tradycji edukacyjnej bledy sg bardzo niemile widziane. Jaki$ czas temu
czytalem uwagi obserwatora z ogladanej w szkole lekcji matematyki, ich podsumowanie
brzmiatlo mniej wigcej tak: Podczas tej lekcji uczniowie rozwiqzali bardzo duzo zadan i
wszyscy te zadania rozwiqzali dobrze, nie bylo ani jednego bledu. To po co je rozwigzywali?
Czego na tej lekcji si¢ nauczyli?  No wiasnie. Bardzo lubimy takie lekcje. Tylko, ze
uczniowie niczego na nich si¢ nie ucza, zatem — z punktu widzenia podstawowego zadania
szkoty — jest to czas stracony.

Podczas rozwigzywania problemow jest taki stan, ktdry przyjeto okre§la¢ mianem by¢ w
kropce®. Jestem w kropce, tzn. nie wiem, co teraz mam zrobié, jaka dalsza droge rozwiazania
wybra¢, jak pokona¢ powstatg trudnos¢. W kropce bywaja naukowcy, wynalazcy, ... wszyscy
ludzie mys$lacy. W takiej sytuacji naturalne jest testowanie roznych strategii, badanie réznych
mozliwych drog, a w konsekwencji robienie btedow. Alternatywa dla bledéw jest poddanie
si¢ i rezygnacja z rozwigzania.

Uczen otrzymujac zadanie ze strefy swojego najblizszego rozwoju czesto bedzie w kropce.

Powinien by¢ w kropce, bo wynika to z natury tej strefy. Zatem, powinien robi¢ btedy. W

® Jedna z moich bylych studentek zwykta w takiej sytuacji uzywac bardziej wspotczesnego okreélenia: zawiesilam sie.
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procesie uczenia si¢ jest to normalne zjawisko, moze nawet niezbedne, zeby proces ten
faktycznie si¢ toczyt. Rzecz w tym, zeby bledy te odpowiednio wykorzystywac.

Najczgsciej sami uczniowie potrafia, dzigki wspolpracy, zauwazy¢ btedy, przeanalizowac je i
usung¢. Czasami moze by¢ potrzebna nasza interwencja, np. w postaci zach¢ty do ich
samodzielnego odszukania i podje¢cia proby usunigcia, niekiedy wsparcia ucznia w tym.
Dzigki temu stworzymy atmosfere, w ktorej uczniowie kolejne zadania bgda traktowali jako
proby, podczas ktérych moga robi¢ btedy, szukaé i wprowadza¢ poprawki, ktore doprowadza
ich ostatecznie do poprawnego rozwigzania — a wiec beda si¢ uczy¢. I jest to podstawowy
dydaktyczny walor bledow — sg one okazja do tworzenia sytuacji do uczenia si¢ na wtasnych
btedach.

Stuchanie uczniowskich rozméw (opowiadan) o rozwigzywaniu zadan, o matematyce jest
doskonatg okazja do wychwycenia pojawiajacych si¢ btedow. Znalezienie ich przyczyny
moze mie¢ ogromne znaczenie dla matematycznego rozwoju ucznia, czy nawet wielu
ucznidw. Pojawienie si¢ tego samego bledu u wigkszej liczby ucznidéw moze by¢ sygnatem,
ze jego przyczyna lezy nie w uczniach, lecz jest efektem metod stosowanych przez
nauczyciela w procesie ksztalcenia. Pozwoélmy zatem uczniom na bledy — sa one

warunkiem uczenia si¢. I uczniowie, i my mozemy czerpaé z nich korzysci.

PamigtaliSmy o tych wskazéwkach przygotowujac scenariusze zaje¢ z zestawem
pomocy Gramy w piktogramy. Przeprowadzone na etapie pilotazu pakietu badanie
efektywnosci jego stosowania w klasie trzeciej szkoty podstawowej pokazato, Zze uczniowie
pracujacy z pakietem we wszystkich badanych obszarach matematycznych umiejgtnosci,
rozwineli si¢ bardziej niz ich koledzy z klas kontrolnych. Ich postep przez ten rok byt o 50%
wigkszy od postepu uczniow, ktérzy z pomocy nie korzystali i ktdorych nauczyciele nie
zmodyfikowali w zwigzku z tym swojego stylu pracy ( por. Raport z testowania innowacyjnej
pomocy dydaktycznej: Pakiet edukacyjny Gramy w piktogramy http://projekt-
piktografia.pl/?page _id=814)

Warto pamig¢tac o tych zaleceniach w codziennej pracy.
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